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Interaccion combinatoria y algebra

o El objetivo principal de esa asignatura consiste en introducir
algunos esquemas de técnicas que permiten manejar varios
problemas combinatorios y/o algebraicos de manera eficiente y
conceptual.

@ Para aquello, abordaremos diversos temas de complexidad
moderada con aplicaciones en matematica, modelizacién e
informatica.

@ En particular, veremos cémo técnicas clasicas del dlgebra
(diagonalizacién de matrices, teoria de grupos, funciones
generadoras, etc) pueden utilizarse para tratar problematicas
que son, a priori, intrinsecamente combinatorios, y viceversa.
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Los nimeros de Catalan

El n-ésimo nimero de Catalan, C,, es la cantidad de secuencias
(e1,e2, ...,egn) con entradas e = %1,

tales que:
@ hay n entradas ¢; = 1,
@ hay n entradas ¢; = —1,
@et+e+ -+ e >0 paratodo k > 1.

(7]

C1 = 1: una sola secuencia (1, —1).

C, = 2: dos secuencias (1,1,—-1,—-1) y (1,—-1,1,-1).

C3 = 5: cinco secuencias (1,1,1,—-1, -1, 1),
(1,1,-1,1,-1,-1), (1,1,-1,-1,1,-1),
(1,-1,1,1,-1,-1), y (1,-1,1,-1,1,-1).

(4]
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Los nimeros de Catalan

El nimero C, corresponde a la cantidad de triangulaciones
posibles de un poligono de n + 2 aristas. J

Para el pentagono, se tiene Gz = 5 triangulaciones:

N ZAY
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Los nimeros de Catalan

C, también corresponde al nimero de arboles planares binarios
completos con n+ 1 hojas. J

Arbol dual de la triangulacidn, eligiendo una arista como punto de

partida:

- &8 -y

Gracias a esas interpretaciones obtendremos diversas maneras
interesantes de obtener la siguiente formula:

1 /2
C,= ( n) para todo n > 1.

" n+1\n
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Problema de las pilas de arena abeliano

El modelo de las pilas de arena abeliano es un modelo simple
para procesos naturales complicados, tales como las avalanchas o
los incendios forestales.

Tiene diversas variantes, como el chip-firing game y el dollar game
que son estudiados en teoria de juegos y combinatoria estructural.
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Problema de las pilas de arena abeliano

@ Una reja o, mas generalmente, un grafo G.

o Pilas de arena dispuestas sobre este grafo: configuracién
(av)veg de nimeros enteros no-negativos indexados por los
vértices de G.

@ A cada vértice v se le asocia un valor critico ¢, .

Ejemplo:
o grafo lineal de 5 vértices | 5 3 4 5
@ configuracién (a1, az, a3, as, as) = (1,3,1,3,0)

@ nivel critico de cada vértice es 2: ¢, = 2 para todo v.

° °
o o
e © 0 o
oo o oo
12 4 5
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Problema de las pilas de arena abeliano

Si v tiene mas granos de arena que su nivel critico (a, > ¢,),
entonces se puede transferir un grano a cada uno de sus vértices
adyacentes, y se obtiene una nueva configuracion.

Ejemplo:
o grafo lineal de 5 vértices
o configuracién (a1, a, a3, as, as) = (1,3,1,3,0)

@ nivel critico de cada vértice es 2: ¢, = 2 para todo v.

e— o «—o o
o oee6 T oeoe T eeoee T oeo oo
oo o o o oo o oo oo o o o oo o o o
1 23 45 123 45 1 23 45 1 2345
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Problema de las pilas de arena abeliano

La evolucién del sistema termina cuando se obtiene una
configuracién (a%) tal que a; < ¢, para todo vértice v; tal
configuracién es llamada estable.

o— @ <0 0
o o006 T eeoe T eoeosee 7 oooeee
*—o—0 00 *—o—0o 0o *—o—0—0 o *—o—0 oo
1 2345 1 23405 1 23 45 1 2345
Configuracion
estable
No todo sistema puede estabilizarse. J
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Problema de las pilas de arena abeliano

En nuestro ejemplo, en lugar de que la primera transferencia sea la
de los granos del vértice 2, podria ser la de los granos del vértice 4.

o <o <o <0
e e e’ T o eee T e esles ™ o066 s oe
oo 9o oo oo 9o o oo 9o oo 9o 9o oo
1 2345 1 23405 1 2345 1 2345

Veremos que, dada una configuracion, si existe una configuracién
estable, ésa es tinica (no depende de la manera en la que el sistema
evoluciond para estabilizarse).
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Problema de las pilas de arena abeliano

Durante la evolucién del sistema, ciertas configuraciones son
recurrentes (tienen una probabilidad no nula de reaparecer).

i Coémo caracterizar esas configuraciones? ;jCudntas hay? )

Las relacionaremos con los arboles generadores del grafo G y con
funciones de estacionamiento.
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Contenido de la asignatura

@ Sobre los niimeros de Catalan

@ Recorridos en grafos

© Enumeracién en grafos

© Enumeracién bajo la accién de grupo
@ Posets y reticulos

@ Modelo de las pilas de arena abeliano
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Evaluacidon

@ Sistema de evaluacién continua:
o entrega de practicas (8/10)
o presentacién oral de précticas (2/10).
@ Sistema de evaluacién por prueba final: realizacién de prueba
escrita (10/10). Sdélo para quien solicite no participar en la
evaluacién continua.
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Créditos: imagen del titulo generada por:
https://texample.net/tikz/examples/combinatorial-graphs/
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